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3.4.4 Logged Gröbner Bases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.5 A Worked Example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.5.1 Initialisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.5.2 Calculating and Reducing S-polynomials . . . . . . . . . . . . . . . 64

3.5.3 Applying Buchberger’s Second Criterion . . . . . . . . . . . . . . . 66

3.5.4 Reduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4 Commutative Involutive Bases 70

4.1 Involutive Divisions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

4.1.1 Involutive Reduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73



CONTENTS vii

4.1.2 Thomas, Pommaret and Janet divisions . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4.2 Prolongations and Autoreduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.3 Continuity and Constructivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

4.4 The Involutive Basis Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

4.5 Improvements to the Involutive Basis Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . 96

4.5.1 Improved Algorithms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

4.5.2 Homogeneous Involutive Bases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

4.5.3 Logged Involutive Bases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

5 Noncommutative Involutive Bases 104

5.1 Noncommutative Involutive Reduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

5.2 Prolongations and Autoreduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

5.3 The Noncommutative Involutive Basis Algorithm . . . . . . . . . . . . . . 112

5.4 Continuity and Conclusivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

5.4.1 Properties for Strong Involutive Divisions . . . . . . . . . . . . . . . 114

5.4.2 Properties for Weak Involutive Divisions . . . . . . . . . . . . . . . 117

5.5 Noncommutative Involutive Divisions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

5.5.1 Two Global Divisions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

5.5.2 An Overlap-Based Local Division . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

5.5.3 A Strong Local Division . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

5.5.4 Alternative Divisions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

5.6 Termination . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

5.7 Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

5.7.1 A Worked Example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

5.7.2 Involutive Rewrite Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

5.7.3 Comparison of Divisions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

5.8 Improvements to the Noncommutative Involutive Basis Algorithm . . . . . 158

5.8.1 Efficient Reduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158



CONTENTS viii

5.8.2 Improved Algorithms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

5.8.3 Logged Involutive Bases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
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